4.1 SCHWARZSILDOV ALEBO GRAVITACNY POLOMER

Oznacuje sa rs (pre Schwarzsildov polomer) are (pre gravitaény polomer) a predstavuje
polomer gule, do ktorej ked stlaCime akékol'vek teleso, tak sa z neho stane Cierna diera.
Napriklad, ak by sme sme chceli spravit’ zo zeme ¢iernu dieru, museli by sme vsetku jej hmotu
stlac¢it’ do gul'o¢ky s polomerom 8,87 mm. Rozdiel medzi rsa re je, Ze gravitatny polomer sa

vyuziva aj pri rotujucich ¢iernych dierach. Vztah na vypocet pouzijeme:
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4.2 KERROV PARAMETER A KERROV PARAMETER BEZ
JEDNOTKY

Kerrov parameter sa oznaluje ako a. Je to dizkovy pomer momentu hybnosti a hmotnosti

¢iernych dier. Vypocitame ho ako :
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Kerrov parameter bez jednotky sa oznacuje gréckym pismenom chi x. Je to Gprava povodného

Kerrovho parametra a vyjadruje otacava vlastnost’ ¢iernej diery. Moze byt’ v rozmedzi od 0 po

1. Hodnota 0 je pre Schwarzsildovu a 1 je pre maximalne rotujucu Kerrovu ¢iernu dieru.
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4.3 HORIZONT UDALOSTI

Horizontom udalosti sa pri ¢iernych dierach oznacuje sférickd oblast’ okolo ¢iernej diery, kde
je unikova rychlost’ vicsia ako je rychlost’ svetla. Tto rovnost’ mézeme odvodit’ zo vzorca pre

unikovu rychlost’. Plati
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Z tohoto vztahu vypliva, Ze vSetko musi bezprostredne skoncit’ v strede ¢iernej diery. Priestor
V tejto oblasti je tak zakriveny, Ze najkratSia cesta, akou sa mdze foton vydat, je do singularity.
Nastava jav, kde je len jeden bezprostredny smer ato je do stredu. Hovorime o tom, Ze

trojtozmerny priestor a jednorozmerny ¢as si vymenili pozicie. Priestor sa zacne spravat’ ako



¢as a jediné jeho plynutie je mozné smerom dopredu. Je to jeden z dovodov, pre€o nemozeme
vidiet’ ¢ierne diery, lebo svetlo nema byt od ¢oho odrazené. Tento horizont sa oznacuje r+ aje

mozné ho vypocitat’ vSeobecne:
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Pre Schwarzsildove Cierne diery pouzivame upraveny vzorec
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Pre maximalne rotujiice Kerrove ¢ierne diery plati vzt'ah
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Je mozné vypocitat’ aj uhlovu rychlost’ pri tomto horizonte, kde plati
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4.4 BONDIHO POLOMER

Nachadza sa vo vnutri horizontu udalosti a je to posledna hranica v Ciernej diere, kde
Einsteinove rovnice davaju jeden vysledok. Aj za touto hranicou je Casopriestor, ale je velmi

skresleny a nase poznatky z fyziky tu koncia. Na vypocet Bondiho polomeru sa pouziva vzorec

T_ =TG—\/TGZ_a2

Tento vypocet je mozny len vtedy, ak mame zadany moment hybnosti ¢iernej diery. Ak by sme
predpokladali, ze a=0 a rq=0, tak r-bude 0. Ako aj pri horizonte udalosti, tak aj tu, moéZeme
vypocitat’ uhlovu rychlost’ prisluchajicu tomuto polomeru
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4.5 SINGULARITA

Singularitou sa oznacuje pomyselny stred ¢iernej diery. Oblast’, kde sa zruti hviezda, ak sa po
hypernove alebo supernove z nej stane Cierna diera. Je to nekone¢ne maly bod s nekonecne
vel’kou hustotou. Nie je mozné ur€it, ¢o sa stane s hmotou, ktora vstapi do tohto bodu, lebo

nikdy sa ni¢ odtial’ nedostalo. Dochddza k nekone¢nému ohybaniu Casopriestoru. Pri Kerrovych



¢iernych dierach moze v rovniciach vzniknit' anomadlia zndma ako naked singularity (hola
singularita). Predpoklada sa vsak, Ze hola singularita nemdze nastat. To by znamenalo, Ze by
sme mohli vidiet’ singularitu a vyzarovala by urcity druh ziarenia. Zaroven by nemala ziadny

horizont udalosti. To, Ze nema horizont udalosti, méZeme odvodit’ cez:
T, =1¢ +4/16% — a?
Pre Kerrov parameter plati vzt'ah:
a>rg

Akebo pre moment hybnosti:
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Dalej si upravime
— 2 _ 2 2 _ 42 —
r=1;+15%—a (rg°—a*) =x
A po dosadeni dostaneme:

T =1 +V—x

Rovnica sa zacala spravat’ iracionalne.

4.6 OHYBANIE CASOPRIESTORU

Aby sme pozorovali tento jav, musime mat dva objekty. Jeden sa bude priblizovat’ ku
singularite a druhy bude mimo ucinkov ¢iernej diery. Pre objekt, ktory sa priblizuje ku stredu
¢iernej diery, sa vnimanie ¢asu nebude vobec menit’ a ¢as bude plynat Uplne normdlne. Pre
objekt alebo nas ako pozorovatelov sa bude zdat’, akoby sa na$ objekt v Ciernej diere zacal
spomal’ovat’ a ¢im bliZSie sa priblizi ku stredu ¢iernej diery, bude ¢o raz pomalsi a pomalsi. Po
urcitom Case sa pre nas ako pozorovatel'a Uplne zastavi. Pre objekt sa ale ni¢ nezmenilo, on
stale vnima Cas a priestor rovnako. My ako pozorovatelia budeme vidiet nehybné teleso
a Vv nejakom &asovom useku zmizne. Co sa viak stalo s telesom uz mozeme len hadat’, pretoze
vV tomto momente preSlo cez horizont udalosti. Ohyb Casopriestoru je nerelavisticky mozné
chéapat’ aj ako pdsobnenie graviticie. Pri Ciernych dierach oznaCujeme tuto gravitaciu ako
povrchovii gravitaciu horizontu udalosti w(kappa). Ak by sme ju definovali v zmysle
Newtnovského zrychlenia, tak by sme mohli povedat, Ze sa rovnd rychlosti svetla. Preto ked’

pocitame K, tak pocitame limitn hodnotu namiesto zrychlenia vynasobent faktorom



gravitatnej dilatacie Casu, ktoré je pozorované pozorovatel'om v nekonecne (mimo ucinkov

gravitacie):

Pre Kerrovu ¢iernu dieru

Pre Schwarzsildovu ¢iernu dieru bez rotacie

4.7 ENTROPIA

Entropia je miera neusporiadanosti systému a je priamo spitd s mnozstvom informécii. Ako
najcastejsi priklad pre entropiu sa pouziva hrnéek kavy. Predstavme si, Ze mdme dva hrnéeky,
jeden s mliekom a druhy s ¢istou kavou. Hrn¢ek s Cistou kavou ma v tejto svojej forme mala
entropiu, lebo na jeho popis ndm stac¢i zadat’ mélo informécii. Akondhle ddme do hrnéeka
mlieko, tak sa kava s mlieckom zmieS$aju a dostaneme systém s vdc¢Sou entropiou. Preco je
entropia vac¢sia? Lebo je vac¢sia pravdepodobnost’, Zze kava a mlieko budd v salke zmiesané ako
perfektne oddelené od seba. Vyplyva to z 2. termodynamického zakona, ktory hovori, Ze
entropia uzavretého systému musi vZdy rast’ alebo byt konStantna . Mo6Ze sa stat’, Ze lokalne sa
entropia zmensi, ale aj tak je tento zakon zachovany. Oznacuje sa ako S. AK si zoberieme ako
uzavrety systém vesmir, tak povieme, ze entropia vesmiru nemoze klesat’. Ak by ale nejaké
teleso, ktoré musi mat’ entropiu, padlo do ¢iernej diery a ¢ierna diera by tuto entropiu nemala
znamenalo by to poruSenie 2. termodynamického zakona. Preto Cierne diery musia mat
entropiu, ktort vypocitame vztahom
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Vztah je vSeobecny pre Kerrovu aj pre Schwarzsildovu Ciernu dieru. Vo vztahu pouzivame

povrch ¢iernej diery s pouzitim nasledujuceho vypoctu:
A=4n(r,? + a?)

Ak chceme tento vztah upravit’ pre Schwarzsildovu ¢iernu dieru pouZijeme



Vsetko nasvedC¢uje tomu, Ze entropia Ciernej diery sa nachadza na povrchu a nie v jej objeme.

Dalej pouzijeme Plankovu dizku

Gh
lp = C_3

Predstavuje najmensiu moznu dlzku vo vesmire, ¢im si ¢iernu dieru rozdelime na miniatirnu

jednotkovu plochu.
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Cely vzorec vynasobime Boltzmanovou konStantou
kB;A
b
Ktora predstavuje distribuciu atomov v urcitych energetickych hladinach. Hawking dokazal
Bekeinsteinovu teoériu a dosadil do vzorca konsStantu proporcionality, ¢o pre Cierne diery je i

ksA
al,

Vysledok urcuje, v kol’kych moznych stavoch sa moZe nachadzat informécia na povrchu

¢iernej diery, ¢o predstavuje veliCina entropia.

4.8 PHOTON SPHERE RADIUS

Je to region pri Cirenych dierach, kde je gravitacia dostatocne silna na to, aby fotony museli

¢iernu dieru obiehat’ v sférickych orbitaloch. Vzorce pre photon sphere radius je vSeobecny:

2Gm 2
Tps = 7{1 + cos [§ arcos(ix)]}

Kde - x je pre obeh v protismere a + x v smere rotacie &iernej diery. Upravou po dosadeni x =

0 je vzorec pre Schwarzsildovu ¢iernu dieru

36m  3r,
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4.9 ERGOSFERA

Ergosféra sa deli na vnutornu a vonkajsiu ro-a ro+. Vypocitavame ju pre Kerrovu ¢iernu dieru
anachadza sa okolo ¢iernej diery. Medzi vonkajSou a vnitornou ergosférou sa nachadza
priestor so zaujimavym javom. Jeho nazov je po anglicky Frame dragging. Predstavuje ohyb
Casopriestoru pri rotujucom telese. Pri Ciernych dierach sa prejavuje tak, ze akékol'vek teleso
(alebo castica), ktora vstpi do tejto oblasti, je nutend obiehat’ ¢iernu dieru v smere jej rotécie.
Ani foton nedokaze odolat’ ucinkom ciernej diery a je nuteny pohybovat’ sa v smere jej rotacie.
Ak sa foton dostane presne na okraj vonkajsSej ergosféry a ma opa¢ny smer ako je smer rotacie
¢iernej diery, tak vtomto pripade zostane fotdon stacionarny (nehybny). Rychlost’ fotonu
a rychlost’ rotacie sa vynuluju. Predpoklada sa, ze by bolo mozné extrahovat’ energiu prave

Z tejto oblasti. Vzt'ah na vypocet je

Tox = 7g + /762 — a?cos?(6)

kde minus je pre vnutornu ergosféru a plus je pre vonkajsiu. Tak isto je v tomto vzt'ahu pouziva
0, ¢o v nasom pripade pouzivame ako sklon Ciernej diery. Moze sa stat’ Specidlny pripad, ak by

sme mali sklon §=90°

Tor =75 £ /162 — a2c0s%(90) =15 £ 1.2 =15 £ 15
To— =71 — TG:O
Tox =7 + 716 =216 =15

DalSia Specialna verzia tohoto vzorcu nastane ked’ 0=0°

Tor = 15 T /762 — a?cos?(0)
Tox =T T 162 —a? ry=1;1/16%—a?

ro_ =71_ aT‘0+ = T'+



Vzorec sa upravi na vzorec pre vypocet Cauchyho horizontu (r.) a horizontu udalosti (r+).

4.10 INERMOST STABLE CIRCULAR ORBIT RADIUS
(ISCO)

Nnsco- ISCO alebo innermost stable circular orbit radius. Predstavuje najmensi mozny polomer
sférického obehu okolo Ciernej diery. Gravitaéné Gc¢inky Ciernej diery su tu natol’ko slabé, ze
masivna Castica moze okolo nej stabilne obichat. Vypocet sa rozdel'uje pre Schwarzsildove
¢ierne diery:

_ _ 6emaG
Tisco = 315 = 2

Pre Kerrove Cierne diery:

G
Tisco = C_T[S + Z1 + \/(3 —Zl)(g + Zl + ZZZ)]
Zy=1+1 -2 [+ 25+ (1 -]
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4.11 BONDIHO POLOMER

Bondiho polomer je polomer sférického posobenia gravitacie Ciernych dier, kde tinikova
rychlost’ nie je rychlost’ svetla ¢, ale rychlost zvuku pri 273,15 K-c¢s . Tento polomer
predstavuje hranicu medzi podzvukovym a nadzvukovym volnym paddom do stredu ¢iernej

diery. Vzt'ah pre jeho vypocet je

TB=(j—nZl><(1+ 1—)(2)

N

Tento vzorec je skoro totozny vzorcu pre vypocet horizontu udalosti. Jediny rozdiel je

V definovani tinikovej rychlosti.



5 ZANIK CIERNYCH DIER

Zatial’ jedinym zndmym javom, pri ktorom zanikaju ¢ierne diery je Hawkingovo Ziarenie alebo
aj vyparovanie Ciernych dier. Zatial’ nie je dokazané experimentom. Je podlozené len logikou
a predpokladmi. Na to, aby sme pochopili ako funguje Hawkingove Ziarenie, musime najskor
pochopit, ze v beznom prostredi vznikaji pary castic a anticastic. Tieto Castice mdézu byt
napriklad elektron-pozitréon, proton-antiprotéon,  kvark-antikvark atd’., ktoré hned po
vzniku zanikaju. Hawking si uvedomil, Ze ak takyto par vznikne na prelome horizontu udalosti,
tak je mozné, Ze jedna Castica bude pohltend ¢iernou dierou a druha sa dostane mimo horizont
udalosti. To by vSak znamenalo, Zze je poruseny zakon horizontu udalosti. Ten hovori
0 nemoznosti ¢ohokol'vek opustit’ horizont udalosti. Ak by to bolo mozné a tato tedria by bola
pravdivé, znamenalo by to, Ze Cierna diera vyZzaruje energiu. Tomuto vyZarovaniu je mozné

priradit’ svietivost’
P = 0, ATy*

P je svietivost’, ktorti dosahuje Hawkingovo Ziarene pri teplote TH. Tento vzorec je v§eobecny
pre Kerrovu aj pre Schwarzsildovu ¢iernu dieru. Pre Schwarzsildovu ¢iernu dieru je mozné

upravit’ vzorec

hc®
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TH je teplota tohoto ziarenia. TH je teplota absolutne Cierneho telesa, pri ktorej Cierna diera
vyzaruje Hawkingovo Ziarene kvoli kvantovy procesom. Plati vSeobecny vzt'ah ako pre Kerra

tak aj pre Schwarzsilda:

T _( hc ) g% — a?
7 \dmky 1e2 + 1152 — a?

Pre Schwarzsildovu ¢iernu dieru moéZeme pouzit’ upraveny vzorec

. hc3
H =\ 8rkzGm
Stefan-Boltzmannovu konstantu sme pouzili kvoli tomu, ze predstavuje pomer Ziarivosti

jednotkovej plochy kompletne ¢ierneho telesa a Stvrtej mocniny jeho absolutnej teploty(ktora

V naSom pripade predstavuje Tr):
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Nakoniec mozeme vypocitat' aj Cas, za ktory sa Schwarzsildova Cierna diera cez proces

Hawkingovho ziarenia Gplne vypari

G*m3

ters = 512077 X ———
scH ™ 18083kt

Ciselny faktor 1,8083 sme pridali kvoli predpokladu, Ze nie vietklo Ziarenie je vyziarené cez
fotony, ale mézu sa vyziarit' aj iné Castice, napriklad neutrina a podobne. Mdze sa vypocet
pouzit’ aj bez ¢iselného faktora za predpokladu vyziarenia 100% fotoénov. V praktickej Casti
budem pre Kerrovu Ciernu dieru pouzivat’ tento isty vzorec, aby som mohol zadat’ aspon
orienta¢ny vysledok, pretoze pre Kerrovu ¢iernu dieru sa mi nepodarilo najst’ upravu tohoto

Vzorca.



